
Задача 3. Докажите формулу Герона для площади треугольника:


[image: ]Решение. Воспользуемся обозначениями данного рисунка. Треугольники CJaT1 и СОК подобны. Значит, СТ1/rа = r/СК. 
Но СК = р - с, а СТ1 = р-АС = р - b.
Откуда (p-b)/ra = r/(р - c), или rra = (р-с)(р-b). 
Но ra = S/(p-а)(теорема 3), а r = S/p, значит,


Отсюда и следует формула Герона. 


Задача 5. Докажите формулу для площади треугольника:
S = R • pH,
где R - радиус описанной окружности, а pH - полупериметр треугольника, образованного основаниями высот данного треугольника.
[image: Изображение 039]Решение. Известно, что углы Н1Н2Н3 равны 180° - 2А, 180° - 2В, 180° - 2С и что высоты треугольника ABC являются биссектрисами углов  Н1Н2Н3. Угол ТН2Н3 - смежный с углом H3H2H1, Н2В - биссектриса угла Н3Н2Н1, а угол ВН2А - прямой; следовательно, Н2А - биссектриса угла ТН2Н3. А значит, точка А - центр вневписанной окружности треугольника Н1Н2Н3. Следовательно, отрезок Н1Т равен рH. Из прямоугольного треугольника АН1Т имеем:
pH = ha cosAH1T = ha cos(90° - A) = ha sin A
где ha  - высота к стороне ВС, a - длина стороны ВС, А - величина угла ВАС. Отсюда и следует доказываемая формула S = RpH.
Задача 1. Дан квадрат ABCD со стороной а. На сторонах ВС и CD даны точки М и N такие, что периметр треугольника CMN равен 2а. Найдите угол MAN.
[image: ]Решение. Расстояния от вершины С треугольника CMN до точек В и D равны его полу периметру. Значит, В и D - точки касания вневписанной окружности, а ее центр находится в вершине А квадрата ABCD. Тогда AM и AN - биссектрисы углов BMN и MND соответственно. 
Далее, CMN + CNM = 90°,  значит, 
AMN + MNA = 180° - (CMN + CNM)/2 = 135°. Откуда
MAN = 180° - (AMN + MNA) = 45°.
Задача 2. В прямой угол с вершиной С вписаны две окружности, которые не пересекаются. К этим окружностям проведена общая касательная, которая пересекает угол в точках А и В. Найдите площадь треугольника ABC, если радиусы окружностей равны R1 и R2.
[image: Изображение 037]Решение. Отрезок СТ1 (Т1 — точка касания прямой СВ и окружности радиуса R2) равен R2. Но окружность радиуса R2 является вневписанной окружностью треугольника АВС. Значит, СТ1 - полупериметр треугольника ABC. Его площадь находим как произведение радиуса вписанного круга на полупериметр:
S = rp = R1R2
Задача 3. В равносторонний треугольник вписана окружность. Этой окружности и сторон треугольника касаются три малые окружности. Найдите сторону треугольника, если радиус малой окружности равен r.
[image: ]Решение. Обозначим через а длину стороны треугольника. Тогда радиус окружности, вписанной в данный треугольник ABC, равен . Проведем общую касательную MN к большому и малому кругам. Очевидно, что MN || АВ. Тогда треугольники MNC и ABC подобны. А значит, отношение радиусов вписанных в них окружностей равно отношению их периметров, т. е.


    откуда    
Задача 4. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AL1 и BL1. Найдите угол A, если известно, что L1L2 - биссектриса угла AL1C.
[image: ]Решение. Точка L2 по условию лежит на пересечении биссектрисы внутреннего угла AВС и биссектрисы внешнего угла AL1C треугольника ABL1. Значит, точка L2 является центром вневписанной окружности треугольника ABL1. Следовательно, AL2 - биссектриса внешнего угла А треугольника ABL1. Несложно заметить, что в этом случае угол А равен 120°.
4.   Задачи ГИА и ЕГЭ на применение свойств  вневписанных окружностей.
	ЗАДАЧА №1
(сборник «Подготовка к ЕГЭ-2010, под редакцией Ф.Ф.Лысенко)
«Найдите произведение радиусов всех вневписанных окружностей треугольника со сторонами 4,5,6».
Решение: 
Согласно следствию 2, произведение радиусов  можно найти по формуле 
rarbrc = rp2.
  Где r-радиус вписанной в треугольник окружности, а р – полупериметр треугольника. Р = 4+5+6=15, р = 15/2. r  = S/p. Площадь найдем по формуле Герона: S =√р(p−a)(p−b)(p−a). S = √7,5(7,5-4)(7,5-5)(7,5 -6) = 3,75√7;    r =3,75 √7 : 7,5=√7/2.  Отсюда rarbrc    = (√7/2) :(15/2)² =225 √7/8

Ответ: 225 √7  .
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ЗАДАЧА №2
(сборник «Подготовка к ЕГЭ-2010, под редакцией Ф.Ф.Лысенко)
«Найдите  произведение сторон треугольника, если известно, что радиусы его вневписанных окружностей равны 9,18 и 21».
Решение:
Для решения задачи воспользуемся формулой площади треугольника через радиус описанной окружности.
 S=abc/4R , следовательно  abc=S·4R.    4R=ra+rb+rc-r;  S = rarbrc/p;   
р2 = rarb+rarc+rbrc;         p²=9·18+9·21+18·21=27²;     S=9·18·21/27=126;  
4R = ra + rb + rc - r;    r = ra·rb·rc/p²;         r  = 9·18·21/27² = 14/3;
4R =  9+18+21- 14/3 = 130/3;     abc = 126·130/7=5460
Ответ: 5460.

ЗАДАЧА №3
(сборник «Подготовка к ГИА-2013», под редакцией Д.А. Мальцева)
«Основание АС равнобедренного треугольника равно 10. Окружность радиуса 7,5 с центром вне этого треугольника касается продолжения боковых сторон  треугольника и касается основания АС в его середине. Найдите радиус окружности вписанной в треугольник АВС».
Решение: 
Сделаем чертеж к данной задачи. Так как   окружность касается стороны треугольника и продолжения двух других сторон, то – это вневписанная окружность. 
Так как центр вписанной окружности и вневписанной окружности лежит в точке пересечения биссектрис, то AF-биссектриса угла ВАС, а AO – биссектриса угла CAD.


∆FAO – прямоугольный треугольник, так как биссектрисы смежных углов образуют прямой угол. АК – высота, проведенная к гипотенузе. AK²=FK·KO, 5²=FK·7,5;   FK=25:7,5=10/3.
FK – радиус вписанной в ∆АВС окружности, следовательно r = 10/3.
Ответ: 10/3

ЗАДАЧА №4
« Найдите радиус вневписанной окружности треугольника, если радиусы двух других вневписанных окружностей равны 2002 и 4004, а радиус вписанной окружности равен 1001».
Решение:
На основании  Теоремы 4 «Сумма величин, обратных радиусам вневписанных окружностей, равна величине, обратной радиусу вписанной окружности, т. е.                                       »



Составим равенство:       1    +  1   +    1   =    1  
                                         2002   4004     rc       1001, 

  1  =     1   -     1    -     1  ,     следовательно  1  = 1      , rc  = 4004.    
rc         1001   2002   4004                                 rc    4004 
Ответ: 4004    
ЗАДАЧА 5. 
(Сборник  « Математика. Все для ЕГЭ  2011». Часть I. Автор  Д. А. Мальцев) 
« Точка О1 - центр вписанной окружности треугольника АВС, а точка О2 – центр окружности, касающейся стороны ВС и продолжений сторон  АВ и АС. Найдите расстояние между точками О1 и  О2 , если радиус описанной окружности  треугольника АВС равен 6, а sin ∟ВО1С = √5/3.
Решение:
[image: Безымянный]
         Так как О2 –центр вневписанной окружности, то он лежит на пересечении биссектрис внешних углов к  углам   В и С треугольника АВС и биссектрисы угла А. Выразим ∟ВО1С через ∟А. Рассмотрим ∆ ВО1С.
 ∟ВО1С = 1800 - ½( ∟В +∟С) = 1800 - ½(1800 - ∟А)= 900 + ½∟А.
sin ∟ВО1С = sin (900 + ∟А) = cos(½∟А) = √5/3.
Т.к. sin2(½∟А) + cos2(½∟А) =1, следует, что sin (½∟А)=⅔.
       К – точка  пересечения  биссектрисы угла ВАС с окружностью описанной около треугольника АВС.
      Т.к. ВО1 и ВО2 биссектрисы смежных углов, то ∟О2ВО1 =900. Следовательно,  О1О2 гипотенуза прямоугольного треугольника О1ВО2. 
Поскольку ∟СВК =∟КАС(как вписанные углы опирающиеся на одну  дугу), то ∟О1ВК =∟СВК + ∟СВО1 = ½∟А + ½∟В.
 А поскольку ∟ВО1К = ½∟А + ½∟В,  то  О1ВК = ∟ВО1К, и, значит ∆ВО1К – равнобедренный, ВК=О1К.
 Из равенства углов ∟О1ВК= ∟ВО1К, следует, ∟О2ВК = ∟ВО2К (∟О2ВК=900 - ∟О1ВК, ∟ВО2К = 900 - ∟ВО1К). Поэтому ∆ВО2К также равнобедренный, ВК=О2К.
    Из равенств ВК=О1К и ВК=О2К получаем, что О1О2 = 2ВК. Длину отрезка ВК найдем   из треугольника АВК по теореме синусов: ВК=2Rsin∟BAK. Т.к sin∟BAK = sin (½∟А)=⅔, а R=6(по условию), то ВК=2·6·⅔=8, О1О2=2ВК=16.
Ответ: 16
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